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Zusammenfassung und
Management Summary

Das Projekt Hilbert II, beschéftigt sich mit der Darstellung und Dokumenta-
tion von mathematischem Wissen. Dazu stellt Hilbert IT eine Programmsuite
zur Verwirklichung unterschiedlicher Aufgaben bereit. Auch die konkrete Doku-
mentation mathematischen Grundlagenwissens mit diesen Hilfsmitteln gehort
zum Ziel dieses Projekts.

Dieses Dokument ist eine grobe, fachliche, weitgehend DV-unabhéngige Lei-
stungsbeschreibung des zu realisierenden Softwaresystems und der zugehorigen
mathematischen Grundlagen. Es werden die grobe Funktionalitét und die we-
sentlichen Daten der Anwendung beschrieben. Dieses Grobkonzept soll es der
Mathematikerin erlauben, Inhalt und Aufbau des Softwaresystems zu verstehen
und zu beurteilen. Auch einige technische Hinweise und Vorgaben werden an-
gegeben. Dieses Konzept dient auch als Referenz und Entscheidungsgrundlage
fiir das weitere Vorgehen.

Das mathematische Wissen soll in formal korrekter Form dezentral im Internet
frei verfiigbar gemacht werden. Dazu wird das Wissen in sogenannten Qedeg-
Modulen organisiert, XML-Dateien die analog zu mathematischen Textbiichern
aufgebaut sind. Wesentlich ist dabei die Moglichkeit zur formal korrekten Dar-
stellung in einem Prédikatenkalkiil erster Stufe, die eine maschinelle Auswer-
tung ermoglicht. Dazu ist ein Proofchecker integriert, der die logische Folge-
richtigkeit der formalen Beweise iiberpriift.! Ein Qedeq- Viewer erméglicht eine
komfortable Betrachtung der Hypertexte. Weitere Analysen, z. B. zur Satz- und
Axiomabhéngigkeit, sind ebenfalls vorgesehen. Aus den Qedeq-Modulen kénnen
mathematische Textbiicher im BTEX-, PDF-, oder HTML-Format generiert wer-
den. Durch die Verweismoglichkeit auf andere Qedeq-Module kann im Internet
ein riesiges mathematisches Wissensnetz aufgebaut werden.

Dabei ist die formale Korrektheit der dargestellten Sdtze nicht erforderlich,
um mathematisches Wissen in Qedeq-Modulen abzubilden. Schon in den er-
sten Phasen des Projekts kann Hilbert IT mathematisches Wissens aufnehmen.
Mathematische Erkenntnisse konnen bereits frithzeitig in Qedeq-Form gebracht
und erst spater in formal korrekter Form erfasst werden. Das Qedeq-Format
ermoglicht die Darstellung verschiedener Detaillierungsstufen von mathemati-
scher Theorie innerhalb eines Moduls. So kénnen in der niedrigsten Detaillierung
die Hauptsitze betrachtet werden, in weiteren Stufen sind informale Beweise
und weitere Informationen zu sehen und im letzten Schritt sollten dann formale
Beweise stehen, deren Korrektheit mit dem Proofchecker tiberpriift wurde. In
dem Qedeg-Viewer kann zwischen den Detaillierungsstufen und gegebenenfalls

IDabei ist Hilbert IT kein Theorembeweiser oder Theoremfinder im herkémmlichen Sinne.
Lediglich Zwischenschritte innerhalb von formalen Beweisen werden ermittelt. Dennoch wird
es fiir die Bequemlichkeit entscheidend sein, ob ein dem ,,normalen mathematischen Gebrauch*
entsprechender Ubergang von einer Beweiszeile zur niichsten von Hilbert IT ermittelt werden
kann.
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zwischen verschiedenen Sprachen gewechselt werden, ausserdem ist zu erkennen,
welchen Korrektheitsgrad ein Satz besitzt.?

Weitere Einzelheiten zum aktuellen Stand des dieses internationalen Open-
Source-Projekts sind auf der Homepage dieses Projekts zu finden: http://www.
gedeq.org/index_de.html.

Vorwort und Einleitung beschreiben die Ausgangssituation und Problemstel-
lung. Im Kapitel 1 werden die Anforderungen formuliert, die an die Darstellung
mathematischen Wissens gestellt werden. Die mathematischen Grundlagen, die
der Konzeption und den Textbiichern von Hilbert II zugrundeliegen, werden
in Kapitel 2 formuliert. Auf technische Einzelheiten wird in Kapitel 3 eingegan-
gen. Es gibt bereits einen funktionierenden Prototypen, welcher in Kapitel 4
vorgestellt wird. Die Arbeitsbereiche dieses Projekts werden in Kapitel 5 be-
schrieben. Das Kapitel 6 beschéftigt sich mit der initialen Planung des Projekt-
verlaufs. Entwicklungsleitlinien fiir die Programmentwicklung sind in Kapitel 7
zu finden. Um die Einsatzszenarien geht es in Kapitel 8. Die Lizenzbedingungen
fiir dieses Dokument sind in Anhang A angegeben.

Dieses Dokument ist noch in Arbeit und wird von Zeit zu Zeit aktualisiert. Insbe-
sondere sind an den durch ,,+-++* gekennzeichneten Stellen noch Ergénzungen
vorzunehmen.

2D. h. es ist erkennbar, ob ein formal korrekter Beweis vorliegt, und die formale Korrektheit
der beim Beweis verwendeten anderen mathematischen Sitze gegeben ist. Der Korrektheits-
grad steigt je nach Anzahl der erfiillten Bedingungen.


http://www.qedeq.org/index_de.html
http://www.qedeq.org/index_de.html

Vorwort

Mathematik ist eine Wissenschaft, deren Wissensgebdude im Laufe der
Zeit gigantische Ausmafle angenommen hat. Gebaut auf ein Fundament
aus wenigen mengentheoretischen Axiomen, ldsst sich dieses Gebdude mit
priadikatenlogischem Mortel in schwindelnde Hohen errichten. Dieser Aufbau
kann im Prinzip von jeder Mathematikerin nachvollzogen werden. Auch von
dem letzten Tiirmchen neuester mathematische Erkenntnis kann der Weg ganz
nach unten bis in das Fundament verfolgt werden.

Praktisch durchfiihrbar ist dieser Weg jedoch kaum. Zumal fiir Mathematike-
rinnen mit anderer Spezialdisziplin ist es nicht moglich, alle Detailschritte bis
in die Niederungen des elementar Einfachen zu iiberblicken oder zu verfolgen.
Es fehlt einfach die Zeit diesen langen Weg zuriickzulegen. Mathematik ist auch
die Wissenschaft der Abstraktion, der Untersuchung von Strukturen. Und so
thronen ,schwere“? Aussagen und ihre Beweise hiufig auf einem Stapel neuer
abstrakter Strukturen, die sich die Leserin erst einmal aneignen muss. Daher ist
die Voraussetzung fiir das Lesen von mathematischen Artikeln in der Regel die
Kenntnis von mathematischen Standardwerken fiir die jeweilige Disziplin. Die
darin benutzten Nomenklaturen, Definitionen und Konventionen unterscheiden
sich nicht nur von Disziplin zu Disziplin, sondern auch schon innerhalb eines
Gebietes.

Dazu sind bestimmte mathematische Werke nicht einfach zu bekommen. So
sie denn noch kéauflich zu erwerben sind, ist ihr Preis fiir viele unerschwing-
lich und zu Bibliotheken haben leider die meisten Menschen keinen Zugang.*
Dabei sind mathematische Erkenntnisse 6ffentliches Kulturgut und sollten der
Offentlichkeit frei zur Verfiigung stehen. Aber selbst dann, wenn eine Biblio-
thek in der Ndhe und das entsprechende Werk im Bestand vorhanden und nicht
verliehen ist, sind auch in Standardwerken nicht alle mathematischen Aussagen
richtig, sie enthalten kleinere und groflere Fehler.

Gerade in der mathematischen Spitzenforschung kommt es gelegentlich vor, dass
nur wenige Menschen die Beweisschritte fiir einen mathematischen Satz nach-
vollziehen konnen und deshalb die Verantwortung fiir die Korrektheit der ma-
thematischen Argumentation auf wenige Schultern verteilt ist.

Auch die Verwendung von Erkenntnissen aus anderen mathematischen Diszipli-
nen in der eigenen gestaltet sich hiufig als schwierig. Die benttigten Vorausset-
zungen, Vorbedingungen und notwendigen Definitionen koénnen fiir eine in der
Disziplin nicht bewanderte Mathematikerin nicht einfach ermittelt und dann
herausgelost werden.” Wiinschenswert ist ein Hilfsmittel zur automatischen Auf-
listung dieser Bedingungen und ihre Uberpriifung bei der Anwendung.

3, Schwer“ bedeutet nicht unbedingt lang und kompliziert, sondern dass fiir den Beweis
Ideen benétigt werden, die nicht naheliegend, also schwer zu finden sind.

4Die Lebensumstinde der meisten Menschen dieser Erde sind mit denen in Deutschland
vorherrschenden nicht vergleichbar.

5Das zeigt sich schon an ganz einfachen Beispielen. Beim Nachschlagen in Biichern kénnen
manche Voraussetzungen leicht tibersehen werden. Z. B.: ,/In diesem Kapitel bedeutet Kdorper
stets einen kommutativen Korper.“ Das Priadikat C beinhaltet auch die Gleichheit.

7
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Welche Anforderungen kénnen aus den zuvor formulierten Problemen nun ab-
geleitet werden?

Mathematische Standardwerke sollten frei verfiigbar sein. Die darin getroffenen
mathematischen Aussagen sollten in einer normierten Sprache verfasst und auch
formal nachvollziehbar sein.

Gerade in dem jetztzeitigen elektronischem Zeitalter bieten sich
Losungsmoglichkeiten fiir diese Anforderungen an. Die FErarbeitung und
Umsetzung solcher Losungen ist das Ziel von Hilbert IT.

Dank gebiihrt den Professoren W. Kerby und V. Giinther der Hamburger Uni-
versitét fiir ihre inspirierenden Vorlesungen zu den Themen Logik und Axioma-
tische Mengenlehre. Ohne diese entscheidenden Impulse hétte es dieses Projekt
nie gegeben.

Dank auch an F. Fritsche fiir einige Korrekturvorschldge und inhaltliche Anre-
gungen.



Einleitung

Mathematik beschéftigt sich mit abstrakten Strukturen, welche keinen direk-
ten Bezug zur ,realen* Welt haben. Diese abstrakten Strukturen sind sehr gut
formalisierbar. Die Exaktheit der Mathematik erfordert diesen hohen Grad der
Formalisierbarkeit, es kann sogar behauptet werden, dass die meisten Gebiete
der Mathematik in einer einfachen formalen Sprache vollstdndig beschrieben
werden konnen.®

Grundlage der mathematischen Argumentation ist die Prddikatenlogik. Diese
wiederum fufit auf der Aussagenlogik. Jeder mathematischen Aussage kann ge-
nau ein Wahrheitswert wahr, beziechungsweise falsch zugeordnet werden. Mathe-
matische Aussagen kénnen durch logische Operatoren zu neuen mathematischen
Aussagen verkniipft werden, und dieser Verkniipfung kann dann ebenfalls ein
Wahrheitswert zugeordnet werden.

Mathematische Aussagen beziehen sich auf mathematische Objekte, denen ge-
wisse Prddikate zuerkannt werden. Ausgehend von bestimmten Grundaussagen,
den Aziomen, welche als wahr angesehen werden, kénnen nun mit den Schlussre-
geln der Pradikatenlogik neue mathematische Aussagen abgeleitet werden, die
ebenfalls als wahr gelten. Mithilfe einfacher, an den Anfang gestellter Priadikate
konnen dann im weiteren Verlauf neue, kompliziertere Pridikate definiert wer-
den.

Historische Einbettung

Die mathematische Logik untersucht die Grundlagen mathematischer Be-
weisfithrung. Sie wird auch formale Logik, symbolische Logik, Logistik oder theo-
retische Logik genannt und unterscheidet sich von anderen Gestalten der Logik.
So besitzt sie eine formalistische Methodik, die sich in Form eines Kalkiils be-
schreiben 148t. Dieses formale System behandelt nur die Gestalt von Zeichen
und beschiiftigt sich nicht mit der Deutung dieser Symbole.”

Die von den Arabern eingefithrten mathematischen Methoden haben den Spa-
nier R. Lullus (ca. 1235-1315) angeregt zu seiner berithmten Ars Magna, die
dem Wunsch nach einer schematischen Erzeugung aller wahren Aussagen ent-
sprang. Obwohl die Ideen von Lullus von geringem mathematischen Wert sind,
hatten sie einen grofien Einfluss auf die Nachwelt: noch zweihundert Jahre spéter
ver6ffentlichte Cardano seine algebraischen Algorithmen als Teil der Ars Magna.
G. W. Leibniz formulierte als einer der ersten die Idee einer formalen Logik. Als
eigentlicher Begriinder der mathematischen Logik gilt G. Boole, der unter an-
derem im Jahr 1854 das Werk An Investigation of the laws of thought on which

6Uber die Einschrinkung durch die Verwendung des Wortes ,,meistens® wird im Folgen-
den noch eingegangen. Die Frage, ob das Wesen der Mathematik in einer formalen Sprache
iiberhaupt erfasst werden kann, stellt sich fiir Hilbert II nicht, da in diesem Projekt auch
die natiirliche Sprache wesentlichen Eingang findet.

"Psychologische, erkenntnistheoretische und metaphysische Fragen werden in der mathe-
matischen Logik nicht behandelt.
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are founded the mathematical theories of logic and probabilities veroffentlichte.
C. S. Peirce erweiterte diesen Ansatz auf die Pridikatenlogik. Neben vielen
weiteren Logikern ist G. Frege hervorzuheben. Seine 1879 publizierte Begriffs-
schrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-
kens enthilt bereits ein vollstdndiges Kalkiil der Junktoren- und Quantorenlo-
gik. G. S. Peanos Symbolik floss in das epochale Werk Principia Mathematica
(1910-1913) von A. N. Whitehead and B. Russell ein. In diesem Werk wird ein
Kalkiil vorgestellt, der nicht es nicht nur gestattet die Logik, sondern auch grofle
Teile der Mathematik aus wenigen Axiomen herzuleiten.

+-++ Bedeutung der Principia Mathematica
+++ Hilbert, alles ist formalisierbar
++4+ Ergebnisse von Godel

Ausblick

Ist durch dieses letzte Ergebnis von Godel nicht jeglicher Versuch, die Mathema-
tik zu formalisieren, iiberfliissig? Godels Beweis lisst sich auch innerhalb einer
geeigneten formalen Sprache fithren. Dabei kann sich ein solches System auch
selbst betrachten, ohne diese Selbstbeziiglichkeit zu kennen. Innerhalb dieses
Systems wird dann nachgewiesen, dass das diesem System nachgebildete innere
formale System unvollsténdig ist. Da also selbst die Unvollstdndigkeit in einem
formalen System erfasst werden kann, ist in diesem Sinne die gesamte Mathe-
matik formalisierbar.



Kapitel 1

Ziele der Darstellung

Mathematik besteht aus mathematischem Wissen. Zur Vermittlung und Kom-
munikation muss dieses Wissen dargestellt werden. In diesem Kapitel werden, in
dem durch das Vorwort und die Einleitung abgesteckten Rahmen, Anforderun-
gen fiir die Darstellung von mathematischem Wissen formuliert. Damit werden
die Anspriiche und Ziele definiert, welche durch Hilbert IT verwirklicht werden
sollen.

1.1 Freie Verfiigbarkeit

Mathematisches Wissen soll frei verfiigbar gemacht werden. Alle mathemati-
schen Texte von Hilbert IT unterliegen der GNU Free Documentation License.
Der Zweck dieser Lizenz ist es, Dokumente frei zu halten: jeder und jedem die
effektive Freiheit zu sichern, Dokumente zu kopieren und weiter zu verteilen,
mit oder ohne Anderung, entweder kommerziell oder nichtkommerziell. Dabei
miissen alle abgeleitete Arbeiten der Dokumente selbst wieder im selben Sinne
frei sein. Diese Lizenz gilt auch fiir dieses Dokument, siehe auch Anhang A GNU
Free Documentation License.

Verfiigbar soll dieses Wissen in elektronischer Form sein. Zum einen in Form von
Dateien im Format KTEX, PDF, und HTML. Zum anderen im XML-Format,
welches eine elektronische Auswertung ermdoglicht. All diese Dateien werden im
Internet verfiigbar sein und sich gegenseitig referenzieren.

1.2 Formale Form und andere Ansichten

Die mathematischen Sétze und ihre formalen Beweise sind in einer formalen
Sprache gehalten, welche die Moglichkeit einer automatischen Kontrolle schafft.
Aus dem zugehorigen XML-Dateiformat kénnen die bereits erwihnten Doku-
mente im Format I TEX, PDF, und HTML generiert werden. Diese enthalten die
formale Sprache nicht mehr, sondern sind in einer dem iiblichen mathematischen
Gebrauch moglichst dhnlichen Form gehalten.

Die Ausprigung des XML-Formats fiir dieses Projekt! wird im Folgenden auch
Qedeg’-Format genannt.

I Etwas technischer ausgedriickt: die XSD fiir die XML-Dateien von Hilbert II.
2Die Verwendung des Wortes Qedeq leitet sich aus der Abkiirzung Q.E.D. ab. Um einen
weltweit moglichst einmaligen Zusatz zu haben, wurde die Abkiirzung symmetrisch ergénzt.

11



12 KAPITEL 1. ZIELE DER DARSTELLUNG

Diese Umwandlung bedeutet in der Regel auch einen Informationsverlust, wenn
zum Beispiel verschiedene Operatoren des Qedeg-Formates in dasselbe I¥TEX-
Symbol umgewandelt werden. Der besseren Lesbarkeit wegen ist das gewtiinscht,
in Zweifelsfillen iiber die exakte Bedeutung eines Formelabschnitts ist immer
das zugehorige Qedeq-Format heranzuziehen.

1.3 Textbuch und Referenzen

Die Dokumente entsprechen im Aufbau und Inhalt einem normalen mathe-
matischen Textbuch. In Kapitel und Abschnitte gegliedert, wird das mathe-
matische Wissen schrittweise entwickelt. Auflerdem ist es mithilfe des Qedeq-
Formats méglich, alle fiir einen Abschnitt notwendigen Voraussetzungen® zu
ermitteln. Ausgehend von einem mathematischen Satz, kénnen so also alle We-
ge in das mathematische Fundament verfolgt werden. Dies kann am bequem-
sten in dem Qedeg- Viewer erfolgen. Dieser kann nicht nur analog zum HTML-
Format alle Querverweise verfolgen, sondern verfiigt iiber verschiedene Analy-
semoglichkeiten, die z. B. die Abhéngigkeit von Sétzen aufzeigen, Ableitungsre-
geln begriinden oder Definitionen auflésen kénnen.

1.4 Formale Korrektheit

Die Kontrolle, ob die formalen Beweise auf formal logischer Ebene korrekt durch-
gefithrt sind, kann mit Hilfe eines Proofcheckers durchgefiithrt werden. Dazu
wird ebenfalls das Qedeq-Format verwendet. Dabei miissen die Beweise in einer
hinreichenden Detaillierung vorliegen, so dass eine Beweiszeile jeweils aus den
vorherigen nach Anwendung logischer Regeln bzw. syntaktischer Operationen*
folgt. Die Michtigkeit dieser Regeln bestimmt die Lesbarkeit solcher formalen
Beweise. Eine weiteres Strukturierungsmittel bei der Erstellung eines Qedeq-
Dokuments ist die Verwendung von einfachen Hilfssétzen. Bei offensichtlicher
Klarheit® kann die Leserin dann die Beweise der Hilfsséitze iiberspringen und
nur den Beweis des Hauptsatzes unter Verwendung der Hilfssétze nachvollzie-
hen.

1.5 Vernetzung

Mathematik ist kein totes Wissensgebiude sondern erfahrt stdndig vielfiltige
Umbauten und Neuorganisationen. Dabei ergeben sich unterschiedliche Stand-
punkte und immer neue Querverbindungen. Um dieser dezentralen und dyna-
mischen Struktur gerecht zu werden, kann Hilbert II in einer dezentralen
Client/Server-Architektur arbeiten. Als Server kann jeder HTTP- oder FTP-
Server dienen, nur auf dem Client lduft das eigentliche Programm.® Ausge-
hend von einer bestimmten Qedeqg-Datei werden dann alle vorausgesetzten wei-
teren Qedeq-Module von den jeweiligen Stellen im Internet angefordert. Bei

3Dabei handelt es sich um andere Abschnitte, gegebenenfalls auch aus anderen Qedeq-
Dokumenten. Falls fiir einen Satz kein formaler Beweis vorhanden ist, kann diese Abhéingigkeit
nicht vollstdandig ermittelt werden.

4Eine syntaktische Operation ist z. B. die Verwendung von Abkiirzungen bzw. deren Eli-
minierung.

5Das ist natiirlich immer eine sehr subjektive Einschiitzung.

6In spiteren Ausbaustufen kann die Architektur zur besseren Verteilung und Skalierung
verfeinert werden.
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ausschlieBlichem Zugriff auf die Formate HTML und PDF ist der Client ein
einfacher Web-Browser.”

1.6 Sprachen

Qedeq-Module kénnen Texte verschiedener Sprachen enthalten, Standardspra-
che ist jedoch Englisch. Bei der Erzeugung von Ansichten kann eine Sprache
ausgewahlt werden, fiir die dieses Qedeq-Modul Texte enthélt. So kénnen bei-
spielsweise aus einem Qedeq-Modul PDF-Dateien in englischer und in deutscher
Sprache erzeugt werden.®

1.7 Detailgrad

Innerhalb eines Qedeq-Moduls sollen auch nichtformale Beweise unterschiedli-
chen Detailgrades vorhanden sein. So kann beispielsweise in der obersten Stufe
ein Beweis oder sogar ein Hilfssatz fehlen (,trivialerweise gilt“), in der darun-
terliegenden Stufe kénnte ,,aus den Definitionen ergibt sich sofort“ stehen und
in der néchsten Stufe konnte der formal korrekte Beweis angegeben sein. Bei
der Erzeugung von Ansichten ist es dann méglich, die Detailtiefe anzugeben.

1.8 Metaregeln und Versionen

Die Abhingigkeiten von Qedeq-Modulen bilden eine komplexe Struktur.” Wich-
tigste Quelle ist dabei ein Qedeq-Modul, welches die Axiome der Mengenlehre
enthélt. Daran anschliessend werden aus den Axiomen Folgerungen gezogen,
und durch die Definition neuer Strukturen ergeben sich neue Objekte, deren
Eigenschaften analysiert werden. Die Sicht kompliziert sich durch die Benut-
zung von Metaregeln. Metaregeln sind Spracherweiterungen, die eine einfachere
Darstellung oder Argumentation ermdéglichen. Im Prinzip lassen sie sich jedoch
immer durch die urspriingliche Sprachsyntax ersetzen. Die Benutzung von Me-
taregeln setzt eine Erweiterung des Proofcheckers und aller anderen Programm-
teile von Hilbert II voraus. Daher ist jedes Qedeq-Modul mit einer Regel-
Versionsnummer versehen. Jede Version von Hilbert IT kann nur mit Mo-
dulen bis zu einer bestimmten Regelversionsnummer umgehen. Deshalb kann
es vorkommen, dass ein Qedeq-Modul von einer élteren Hilbert II-Version
nicht iiberpriift werden kann. Es empfiehlt sich daher, ein Qedeq-Modul auch in
dlteren Regelversionen vorzuhalten. Dabei ist zu beachten, dass benotigte wei-
tere Qedeg-Module in derselben oder kleineren Regelversionen vorhanden sein
miissen, so dass der Proofchecker die Korrektheit komplett priifen kann.

Zur Ableitung der logischen Regeln, die Vorbedingung fiir die mathematische
Argumentation sind, gibt es zwei weitere Basis-Qedeq-Module. Diese enthalten
die Axiome und Definitionen der Aussagen- und Padikatenlogik. Daraus werden
dann neue S#tze entwickelt, die zu neuen logischen Metaregeln fithren. Diese
neuen Metaregeln komplettieren dann die logischen Regeln und bilden die Basis,
mit der dann die mathematische Theorie entfaltet werden kann. So wird bei der
Entwicklung der Mengenlehre gleich eine hohere Regelversion verwendet, damit

"Eventuell 148t sich die Programmsuite von Hilbert II auch in ein Plugin fiir einen Web-
browser einbinden.

8Das Qedeq-Modul muss dazu natiirlich englische und deutsche Texte enthalten.

9Die Abhingigkeiten bilden einen schwach zusamenhingenden, zykelfreien Diagraphen. Die
Axiome bilden die Quellen und die Senken sind die Endpunkte der mathematischen Theorie.
Eine topologische Sortierung der Knoten, d. h. der Qedeq-Module, liefert eine Lesereihenfolge.
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sich die logische Argumentation komfortabel gestaltet und die Mengenlehre den
Schwerpunkt bilden kann.

1.9 Erzeugung und Bearbeitung

Die Erzeugung und Bearbeitung von Qedeq-Modulen ist — analog zur Arbeit
mit IXTEX-Texten — mit einem einfachen Texteditor moglich. Selbstverstandlich
kann auch ein XML-Editor zum Einsatz kommen. Ein spezieller komfortabler
Editor fiir Qedeq-Module befindet sich in Planung.

Der weitaus grofite Anteil soll jedoch aus IMTEX-Texten heraus mit speziellen
Umwandlungsprogrammen erzeugt werden. Das erleichtert zum einen die Um-
wandlung von existierenden Dokumenten und erméglicht zum andern auch das
Arbeiten in einer gewohnten KTEX-Umgebung.



Kapitel 2

Mathematische
Ausgangspunkte

Mathematik ist das Ziel, aber auch der Ausgangspunkt fiir Hilbert II. In
diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen formuliert, auf de-
nen das Projekt fuflt. Zunéchst werden die logischen GesetzméfBigkeiten fiir
die Pradikatenlogik erster Stufe definiert. Anschlieflend werden die Axiome der
Mengenlehre notiert. Aus diesen Grundbausteinen kann dann die restliche Ma-
thematik entwickelt werden.

Die mathematischen Grundlagen, insbesondere die der Mengenlehre, werden
in einem gesonderten Dokument gepflegt: http://www.qedeq.org/0_01_05/
mengenlehre_1.pdf. Dort ist ein weiterentwickelter Stand zu finden, der an
einigen Stellen auch grundsétzlich abweichen kann. In diesem Sinne handelt es
sich bei dem Folgendem nur um eine vorldufige und grobe Skizze der mathema-
tischen Ausgangspunkte fiir dieses Projekt.

2.1 Logische Axiome

Die Grundlagen der bei Hilbert II verwendeten Logik werden hier zusammen-
gestellt. Die folgende Kalkiilsprache und ihre Axiome basieren auf den Formu-
lierungen von D. Hilbert, W. Ackermann, P. Bernays und P. S. Nowvikov. Aus
den hier angegebenen logischen Axiomen und den elementaren Schlussregeln
konnen weitere Gesetzméfigkeiten abgeleitet werden. Erst diese neuen Metare-
geln fithren zu einer komfortablen logischen Argumentation. Siehe auch unter
http://www.qedeq.org/mathematics_de.html.

Als Symbole kommen die logischen Symbole L = { ‘=7, V', ‘A7) ‘37 =7 Y
‘¥ }, die Pradikatenkonstanten C = {cf | i,k € w}, die Funktionsvariablen®
F = {fF| ik € wAk > 0}, die Funktionskonstanten? H = {h¥ | i,k € w},
die Subjektvariablen V. = {v; | i € w}, sowie die Priadikatenvariablen P =
{pF | i,k € w} vor.? Unter der Stellenzahl eines Operators wird der obere In-
dex verstanden. Die Menge der nullstelligen Priadikatenvariablen wird auch als

I Funktionsvariablen dienen der einfacheren Notation und werden beispielsweise zur Formu-
lierung eines identitétslogischen Satzes bendtigt: ¢ =y — f(z) = f(y). Ausserdem bereitet
ihre Einfithrung die spitere Syntaxerweiterung zur Anwendung von funktionalen Klassen vor.

2Funktionskonstanten dienen ebenfalls der Bequemlichkeit und werden spiter fiir direkt
definierte Klassenfunktionen verwendet. So zum Beispiel zur Potenzklassenbildung, zur Verei-
nigungsklassenbildung und fiir die Nachfolgerfunktion. All diese Funktionskonstanten kénnen
auch als Abkiirzungen verstanden werden.

3Unter w werden die natiirlichen Zahlen, die Null eingeschlossen, verstanden. Alle bei den
Mengenbildungen beteiligten Symbole werden als paarweise verschieden vorausgesetzt. Das
bedeutet z. B.: f¥ = f5' — (k=K Ai=4) und h¥ # v;.
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Menge der Aussagenvariablen bezeichnet: A := {p{ | i € w}. Fiir die Subjekt-
variablen werden abkiirzend auch bestimmte Kleinbuchstaben geschrieben. Die
Kleinbuchstaben stehen fiir verschiedene Subjektvariablen: vy = ‘u’, vo = ‘v,
vy = ‘w’, vy = ‘@', vs = ‘Y, vs = ‘2’. Weiter werden als Abkiirzungen verwen-
det: fiir die Préadikatenvariablen p = ‘¢’ und py = ‘@0’, wobei die jeweilige
Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt wird, fiir
die Aussagenvariablen a1 = ‘A’, as = ‘B’ und a3z = ‘C’. Als Abkiirzungen fiir
Funktionsvariablen wird festgelegt fi* = ‘f’ und f3' = ‘¢’, wobei wiederum die
jeweilige Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt
wird. Bei allen aussagenlogischen zweistelligen Operatoren wird der leichteren
Lesbarkeit wegen die Infixschreibweise benutzt, dabei werden die Symbole ‘(’
und ‘)’ verwandt. D. h. fiir den Operator A mit den Argumenten A und B wird
(A A B) geschrieben. Es gelten die iiblichen Operatorpriorititen und die dazu-
gehorigen Klammerregeln. Insbesondere die dufleren Klammern werden in der
Regel weggelassen.

Nachfolgend werden die Operatoren mit absteigender Prioritéit aufgelistet.

-,V,3
N
V

—>’H

Der Begriff Term wird im Folgenden rekursiv definiert:

1. Jede Subjektvariable ist ein Term.

2. Seien i,k € wund ty, ..., t; Terme. Dann ist auch h¥(¢;,...,#;) und falls
k >0, so auch fF(t1,...,t) ein Term.

Alle nullstelligen Funktionskonstanten {h | i, € w} sind demzufolge Terme, sie
werden auch Individuenkonstanten genannt.”

Die Begriffe Formel, freie und gebundene Subjektvariable werden rekursiv wie
folgt definiert:

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel, solche Formeln enthalten keine frei-
en oder gebundenen Subjektvariablen.

2. Ist pF eine k-stellige Pridikatenvariable und c* eine k-stellige

Pridikatenkonstante und sind ¢y, o, ..., t; Terme, so sind p*(ty,ta, ... 1)
und c*(ty,ta,...,t) Formeln. Dabei gelten alle in t¢1,ts,...,t; vorkom-
menden Subjektvariablen als freie Subjektvariablen, gebundene Subjekt-
variablen kommen nicht vor.®

3. Falls die Formel « die freie Subjektvariable z; enthélt (+++ ist das
tatséichlich erforderlich, dass z; in « vorkommt?), dann sind auch Vz; «
und 3z; o Formeln®, und bis auf x; bleiben alle freien Subjektvariablen
von « auch frei, und zu den gebundenen Subjektvariablen von « kommt
71 hinzu.

4. Es seien a, 8 Formeln, in denen keine Subjektvariablen vorkommen, die in
einer Formel gebunden und in der anderen frei sind. Dann sind auch -«
(anp), (aVP), (@« — ), (e < () Formeln. Subjektvariablen, welche
in o, (3 frei (bzw. gebunden) vorkommen, bleiben frei (bzw. gebunden).

4 Analog dazu kénnten Subjektvariablen auch als nullstellige Funktionsvariablen definiert
werden. Da die Subjektvariablen jedoch eine hervorgehobene Rolle spielen, werden sie auch
gesondert bezeichnet.

5Dieser zweite Punkt umfasst den ersten, welcher nur der Anschaulichkeit wegen extra
aufgefiihrt ist.

6Dabei wird V als Allquantor und 3 als Ezistenzquantor bezeichnet
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Die folgenden Axiome werden an den Anfang gestellt.
Axiom 1 (Oder-Kiirzung).

(AVA) — A
Axiom 2 (Oder-Verdiinnung).

A — (AVB)
Axiom 3 (Oder-Vertauschung).

(AvB) — (BVA)
Axiom 4 (Oder-Vorsehung).
(A —- B) - (CVA) — (CvB))

Axiom 5.

(Vo o(x)) — ¢(y)

Axiom 6.

¢(y) — (Fr ¢(x))

Die Konjunktion, die Implikation und die Aquivalenz werden als Abkiirzungen
definiert.”

Definition 1 (Konjunktion).
aNpf & (-aVap)
Definition 2 (Implikation).
a — [ & —~aVp
Definition 3 (Aquivalenz).
a = f e (a—= fHAB — o)

Regel 1 (Abtrennung, Modus Ponens). Wenn a und o — [ wahre
Formeln sind, dann ist auch 8 eine wahre Formel.

Regel 2 (Einsetzung fiir Pridikatenvariablen). Fs sei « eine Formel,
die die n-stellige Prddikatenvariable p enthdlt und B(x1,...,x,) eine beliebige
Formel mit den freien Variablen x1, ..., T, welche nicht in o vorkommen.®
Wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann kann durch die Ersetzung
jedes Vorkommens von p(ty, ..., t,) mit jeweils passenden Termenty, ..., t, in
a durch B(t1,...,t,) eine weitere wahre Formel gewonnen werden.

o « ist eine im Kalkiil wahre Formel

e die freien Variablen von a sind disjunkt zu den gebundenen Variablen von
B(z1,...,2n) und die gebundenen Variablen von « disjunkt zu den freien
Variablen von B(z1,...,2y)

"Eigentlich werden die Abkiirzungssymbole A, —,« erst an dieser Stelle definiert und
erweitern die Sprachsyntax. Aus Bequemlichkeitsgriinden wurden diese Symbole bereits als
logische Symbole angegeben. Bei den bisher angegebenen Axiomen muss also str