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Zusammenfassung

In diesem Text wird die Prédikatenlogik in axiomatischer Weise entwickelt. Die
folgende Kalkiilsprache und ihre Axiome basieren auf den Formulierungen von
D. Hilbert, W. Ackermann[3], P. S. Novikov[l], V. Detlovs und K. Podnieks[2].
Aus den hier angegebenen logischen Axiomen und den elementaren Schlussre-
geln konnen weitere Gesetzmaéfligkeiten abgeleitet werden. Erst diese neuen Me-
taregeln fithren zu einer komfortablen logischen Argumentation. Hintergrund-
informationen stehen unter http://www.ltn.lv/~podnieks/mlog/ml.htm und
http://en.wikipedia.org/wiki/Propositional_calculus.


http://www.ltn.lv/~podnieks/mlog/ml.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Propositional_calculus
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Kapitel 1
Sprache

Um mathematische Aussagen prézise formulieren zu kénnen, wird in diesem
Kapitel eine formale Sprache definiert. Obgleich dieses Dokument mathemati-
schen Inhalt sehr formal beschreibt, reicht es nicht aus um als Definition fiir
ein computerlesbares Dokumentformat zu dienen. Daher muss eine solch exten-
sive Spezifikation an anderer Stelle erfolgen. Das dafiir ausgewéhlte Format ist
die Faxtensible Markup Language abgekiirzt XML. XML beschreibt eine Menge
von Regeln fiir den Aufbau elektronischer Dokumente.! Die daran ausgerichte-
te formale Syntaxspezifikation kann hier gelesen werden: http://www.qedeq.
org/current/xml/qedeq.xsd. Damit wird ein mathematisches Dokumenten-
format festgelegt, das die Erzeugung von KTEXBiichern und eine automati-
sche Beweistiberpriifung ermoglicht. Weitere Syntaxbeschrankungen und eini-
ge Erkldarungen werden beschrieben in http://www.qedeq.org/current/doc/
project/qedeq_logic_language_en.pdf.

Auch dieses Dokument ist eine (oder wurde erzeugt aus einer) XML-Datei, die
hier zu finden ist http://wwww.qedeq.org/0_04_03/doc/math/qedeq_logic_
v1.xml. Aber nun folgen wir einfach dem traditionellen mathematischen Weg,
die Anfangsgiinde der mathematischen Logik vorzustellen.

1.1 Terme und Formeln

9

Als Symbole kommen die logischen Symbole L = { ‘=", V) ‘N, ‘) ‘=7 Y
‘F }, die Pradikatenkonstanten C = {c¥ | i,k € w}, die Funktionsvariablen®
F = {fF| ik € wAk >0}, die Funktionskonstanten® H = {h¥ | i,k € w},
die Subjektvariablen V. = {v; | i € w}, sowie die Pridikatenvariablen P =
{pF | i,k € w} vor.* Unter der Stellenzahl eines Operators wird der obere In-
dex verstanden. Die Menge der nullstelligen Priadikatenvariablen wird auch als
Menge der Aussagenvariablen bezeichnet: A := {p? | i € w}. Fiir die Subjekt-
variablen werden abkiirzend auch bestimmte Kleinbuchstaben geschrieben. Die
Kleinbuchstaben stehen fiir verschiedene Subjektvariablen: vy = ‘u’, vy = ‘v,

1Siehe http://www.w3.org/XML/ fiir weitere Informationen.

2Funktionsvariablen dienen der einfacheren Notation und werden beispielsweise zur For-
mulierung eines identitéitslogischen Satzes benétigt: © = y — f(z) = f(y). Ausserdem bereitet
ihre Einfiithrung die spitere Syntaxerweiterung zur Anwendung von funktionalen Klassen vor.

3Funktionskonstanten dienen ebenfalls der Bequemlichkeit und werden spiter fiir direkt
definierte Klassenfunktionen verwendet. So zum Beispiel zur Potenzklassenbildung, zur Verei-
nigungsklassenbildung und fiir die Nachfolgerfunktion. All diese Funktionskonstanten kénnen
auch als Abkiirzungen verstanden werden.

4Unter w werden die natiirlichen Zahlen, die Null eingeschlossen, verstanden. Alle bei den
Mengenbildungen beteiligten Symbole werden als paarweise verschieden vorausgesetzt. Das

bedeutet z. B.: f¥ = 5 — (k= k' Ai =) und h¥ # v;.
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vy = ‘w’, vy = ‘@', v5g = Y, v5 = ‘2’. Weiter werden als Abkiirzungen verwen-
det: fiir die Pradikatenvariablen p!' = ‘¢’ und pi = ‘¢0’, wobei die jeweilige
Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt wird, fiir
die Aussagenvariablen a; = ‘A’, a; = ‘B’ und a3z = ‘C’. Als Abkiirzungen fiir
Funktionsvariablen wird festgelegt fi* = ‘f’ und f3 = ‘g’, wobei wiederum die
jeweilige Stellenanzahl n aus der Anzahl der nachfolgenden Parameter ermittelt
wird. Bei allen aussagenlogischen zweistelligen Operatoren wird der leichteren
Lesbarkeit wegen die Infixschreibweise benutzt, dabei werden die Symbole ‘(’
und ‘)’ verwandt. D. h. fiir den Operator A mit den Argumenten A und B wird
(A A B) geschrieben. Es gelten die iiblichen Operatorpriorititen und die dazu-
gehorigen Klammerregeln. Insbesondere die dufleren Klammern werden in der
Regel weggelassen. Auch werden leere Klammern nicht geschrieben.

Nachfolgend werden die Operatoren mit absteigender Prioritéit aufgelistet.
-, ¥, 3
A\
V

—,

Der Begriff Term wird im Folgenden rekursiv definiert:

1. Jede Subjektvariable ist ein Term.

2. Seien i,k € w und ty, ..., t; Terme. Dann ist auch h¥(¢;,...,#;) und falls
k >0, so auch fF(t1,...,t) ein Term.

Alle nullstelligen Funktionskonstanten {h | i, € w} sind demzufolge Terme, sie
werden auch Individuenkonstanten genannt.”

Die Begriffe Formel, freie und gebundene Subjektvariable werden rekursiv wie
folgt definiert:

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel, solche Formeln enthalten keine frei-
en oder gebundenen Subjektvariablen.

2. Ist p* eine k-stellige Pridikatenvariable und c* eine k-stellige
Pridikatenkonstante und sind t1,ts, ..., ¢, Terme, so sind p*(t1,ta,...t1)
und c*(ty,ts,...,t;) Formeln. Dabei gelten alle in t1,ts,...,t; vorkom-

menden Subjektvariablen als freie Subjektvariablen, gebundene Subjekt-
variablen kommen nicht vor.”

3. Es seien a, § Formeln, in denen keine Subjektvariablen vorkommen, die in
einer Formel gebunden und in der anderen frei sind. Dann sind auch —a;,
(a A p), (aVp), (a« = B), (o < §) Formeln. Subjektvariablen, welche in
« oder 3 frei (bzw. gebunden) vorkommen, bleiben frei (bzw. gebunden).

4. Falls in der Formel « die Subjektvariable x; nicht gebunden vorkommt’,
dann sind auch Vz; a und 3z; o Formeln. Dabei wird V als Allguantor
und 3 als Fxistenzquantor bezeichnet. Bis auf z; bleiben alle freien Sub-
jektvariablen von a auch frei, und zu den gebundenen Subjektvariablen
von a kommt x; hinzu.

5Analog dazu kénnten Subjektvariablen auch als nullstellige Funktionsvariablen definiert
werden. Da die Subjektvariablen jedoch eine hervorgehobene Rolle spielen, werden sie auch
gesondert bezeichnet.

6Dieser zweite Punkt umfasst den ersten, welcher nur der Anschaulichkeit wegen extra
aufgefiihrt ist.

"D. h. 1 kommt hochstens frei vor.
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Alle Formeln die nur durch Anwendung von 1. und 3. gebildet werden, heiflen
Formeln der Aussagenalgebra.

Es gilt fiir jede Formel a: die Menge der freien und der gebundenen Subjektva-
riablen von o sind disjunkt.®

Falls eine Formel die Gestalt Vz; a bzw. 321 « besitzt, dann heifit die Formel
a der Wirkungsbereich des Quantors V bzw. 3.

Alle Formeln, die beim Aufbau einer Formel mittels 1. bis 4. benotigt werden,
heiflen Teilformeln.

8 Andere Formalisierungen erlauben z. B. V1 « auch dann, wenn z1 schon in a gebunden
vorkommt. Auch Ausdriicke wie a(z1) A (V 21 ) sind erlaubt. Es wird dann fiir ein einzelnes
Vorkommen einer Variablen definiert, ob es sich um ein freies oder gebundenes Vorkommen
handelt.
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Kapitel 2

Axiome und Schlussregeln

Nun geben wir das Axiomensystem fiir die Aussagenlogik an und formulieren
die Regeln um daraus neue Formeln zu gewinnen.

2.1 Axiome

Nun listen wir einfach alle Axiome ohne weitere Erlauterungen auf.

Axiom 1 (Hypotheseineinfithrung). tasion:mev-1

A — (B — A
Axiom 2 (Verteilung einer Hypothese iiber Implikation). tasion:men-21

A4 - B—=0) = (4= B = (A-=C0)

Axiom 3 (Konjunktionskiirzung rechts). tasion:am-1

(ANB — A
Axiom 4 (Konjunktionskiirzung links). tarion:am-2

(AN B) —- B
Axiom 5 (Konjunktionseinfithrung). tason:am-

B —- (A — (A AN B))

Axiom 6 (Konjunktionseinfithrung rechts). tason:on-11

A — (A vV B)
Axiom 7 (Konjunktionseinfithrung links). taxon:or-2

A — (B V A
Axiom 8 (Konjunktionskiirzung). taxion:os-a

(A—)C)—)((B—)C)—)((A\/B)HC))

11
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Axiom 9 (Negationseinfithrung). tasionmor-u

(4 = B) = ((A = =B) — —4)

Axiom 10 (Negationskiirzung). tasion:nor-21

-A —- (A — B)

Axiom 11 (Ausgeschlossenes Drittes). tarion:or-a

AV —A
Axiom 12 (Aquivalenzkiirzung rechts). tason:er-n
(A = B) - (A - B)
Axiom 13 (Aquivalenzkiirzung links). tacson: e
(4 = B) - (B — A)
Axiom 14 (Aquivalenzeinfithrung). tuon:e-s

(A = B) - (B =4 = (4 < B)

Wenn ein Pridikat auf alle x zutrifft, so trifft es auch auf ein beliebiges y zu.

Axiom 15 (Spezialisierung). taxionuniversaimstansiation)

Va d(x) — oy)

Wenn ein Pradikat auf irgend ein y zutrifft, so gibt es ein x, auf das es zutrifft.

Axiom 16 (Existenz). [axiom:existencialGeneralization]

Ply) — Tz o(x)

2.2 Ableitungsregeln

Die im folgenden angegebenen Regeln erméglichen uns aus den wahr angesehe-
nen Axiomen neue wahre Formeln zu gewinnen. Aus diesen kénnen wiederum
weitere Formeln abgeleitet werden, so dass sich die Menge der wahren Formeln
sukzessive erweitern lésst.

Regel 1 (Abtrennung, Modus Ponens). tuemoasonenss Wenn o und o — 3 wahre
Formeln sind, dann ist auch 3 eine wahre Formel.

Regel 2 (Ersetzung fiir freie Subjektvariable). tue:repacerrear Ausgehend von ei-
ner wahren Formel kann jede freie Subjektvariable durch einen Term ersetzt
werden, der keine in der Formel bereits gebundenen Subjektvariablen enthdlt.
Die Ersetzung muss durchgdingig in der gesamten Formel erfolgen.

Das Verbot in dem Term Subjektvariablen zu verwenden, welche in der Ori-
ginalformel gebunden vorkommen, dient nicht nur der Absicherung der Wohl-
geformtheit, sondern besitzt auch eine inhaltliche Bedeutung. Dazu betrachten
wir die folgende Ableitung.

Ve Jy ¢(z,y) —  Jy ¢(z,y) mit Axiom 15
Ve Jy ¢(z,y) — Jy ¢(y,y) verbotene Ersetzung: z durch y, obwohl y
bereits gebunden
Vedyax#y — Jy #y Einsetzung von # fiir ¢

Diese letzte Aussage ist in vielen Modellen nicht giiltig.
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Regel 3 (Umbenennung fiir gebundene Subjektvariable). tme:renmesoma Jede ge-
bundene Subjektvariable kann in eine andere, nicht bereits frei vorkommende,
Subjektvariable umbenannt werden. Falls iiber umzubenennende Variable mehr-
fach quantifiziert wird, dann braucht die Umbenennung nur im Wirkungsbereich
eines bestimmten Quantors zu erfolgen.

Regel 4 (Einsetzung fiir Pradikatenvariable). tueirepacerrea ES s€i v eine wahre
Formel, die die n-stellige Prdadikatenvariable p enthdlt, x1, ..., x, Seien paar-
weise verschiedene Subjektvariable und B(x1,...,x,) eine beliebige Formel in
der die Variablen x4, ..., x, nicht gebunden sind. In der Formel 3(x1,...,xy)
miissen jedoch nicht alle x1, ..., x, als freie Subjektvariable vorkommen. Wei-
terhin konnen auch noch weitere Variable frei oder gebunden vorkommen.

Wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann kann durch die Ersetzung

jedes Vorkommens von p(ty, ..., t,) mit jeweils passenden Termenty, ..., t, in
a durch B(t1, ..., t,) eine weitere wahre Formel gewonnen werden.
e die freien Variablen von (x1,...,x,) ohne x1, ..., x, kommen nicht in

a als gebundene Variablen vor

o jedes Vorkommen von p(ty,...,t,) in « enthdlt keine gebundene Variable
von B(x1,...,2n)

e das Ergebnis der Substitution ist eine wohlgeformte Formel

Siehe IIT §5 in [3].

Das Verbot in der Ersetzungsformel keine zusétzliche Subjektvariable zu ver-
wenden, welche in der Originalformel gebunden vorkommt, hat nicht nur die
Absicherung der Wohlgeformtheit zum Zweck. Es bewahrt auch die inhaltliche
Giiltigkeit. Dazu betrachten wir die folgende Ableitung.
o(x) — Ty o(y) mit Axiom 16
Gyy=y)Aolx) — Tyoy)
Jy (y=ynoé) — Tyoy)
Jy (y=yAzx#y) — TJyy#y verbotene Ersetzung: ¢(x) durch x #
y, obwohl y bereits gebunden

Wty — yyFy
Diese letzte Aussage ist in vielen Modellen nicht giiltig.
Analog zu Regel Regel 4 kbnnen wir auch Funktionsvariablen ersetzen.

Regel 5 (Einsetzung fiir Funktionsvariable). tueepacormcs Es sei o eine be-
reits bewiesene Formel, die die n-stellige Funktionsvariable o enthdlt, x1, ..

*)

Z, seien paarweise verschiedene Subjektvariable und 7(x1,...,x,) ein beliebi-
ger Term in dem die Subjektvariablen z1, ..., x, nicht gebunden sind. In dem
Term 7(x1,...,Ty,) missen nicht alle x1, ..., x, als freie Subjektvariable vor-

kommen. Weiterhin konnen auch noch noch weitere Variable frei oder gebunden
vorkommen.

Wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann kann durch die Ersetzung

jedes Vorkommens von o(t1,...,t,) mit jeweils passenden Termen ti, ..., t,
in « durch T(t1,...,t,) eine weitere wahre Formel gewonnen werden.
e die freien Variablen von 7(x1,...,x,) ohne x1, ..., x, kommen in a nicht

als gebundene Variablen vor

o jedes Vorkommen von o(ty,. .., t,) in a enthdlt keine gebundene Variable
von (1, .., Tn)

e das Ergebnis der Substitution ist eine wohlgeformte Formel
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Regel 6 (Hintere Generalisierung). tuesumiversatceneratizasions Wenn oo — 3(x1) eine
wahre Formel ist und o die Subjektvariable x1 nicht enthdlt, dann ist auch o —
(Vz1 (B(z1))) eine wahre Formel.

Regel 7 (Vordere Partikularisierung). traesoristentiatcenoratizasions Wenn a(x1) — [
eine wahre Formel ist und (8 die Subjektvariable x1 nicht enthdlt, dann ist auch
(3z1 a(z1)) — B eine wahre Formel.

2.3 First Propositions

Hier nehmen wir die ersten Ableitungen vor.

PI‘OpOSitiOIl 1. [proposition:implicationReflexive1]

A — A
Bewets.
(1) A — (B — A) Add Axiom 1
2 (A - (B —-0C) = (A —-B) —A—-0) Add Axiom 2
(3) A — (B V A) Add Axiom 7
(4) A — ((B V A) — A) SubstPred B by B V A in (1)
(5) (A — ((B V A) — C)) — ((A — (B V A)) — SubstPred B by B V A in (2)
(4 - C))
(6) (A — ((B \Y A) — A)) — ((A — (B \Y A)) — SubstPred C by A in (5)
(4 — 4))
(7) (A — (B V A)) — (A — A) MP (6), (4)
(8) A — A MP (7), (3)

Proposition 2. tproposition:impricationtsl

(AV B) — (B V A)

(1) A —- (AvV B) Add Axiom 6

(2) A — (B V A) Add Axiom 7

(3) (A — C) — ((B — C) — ((A \ B) — C)) Add Axiom 8

(4) D — (D V B) SubstPred A by D in (1)

(5) (A — (CVA) - (B—=(CVA)— ((AV B) = suwstPredcby ¢ v Ain (3)
(C Vv A))

(6) D — (D \Y A) SubstPred B by A in (4)

(7) (A — (B \Y A)) — ((B — (B V A)) — ((A V B) —> SubstPred C by B in (5)
(B v A))

8) (B — (BV A) — (AV B) — (B Vv A)) R

(9) B — (B V A) SubstPred D by B in (6)

(10) (A Vv B) — (B V A) MP (8), (9)

PI‘OpOSitiOI’l 3. [proposition:implication23]

(A A -A)
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Beweis.
(1) (A A\ B) — A Add Axiom 3
(2) (A A B) — B Add Axiom 4
(3) (A — B) — ((A — —|B) — —|A) Add Axiom 9
(4) (A A —|A) — A SubstPred B by —A in (1)
(5) (A 1A\ ﬁA) — —=A SubstPred B by —A in (2)
(6) ((A A ﬁA) — B) — (((A A ﬁA) — ﬁB) — SubstPred A by A A —A in (3)

(4 A —A))

(7) ((A A\ —\A) — A) — (((A N —‘A) — —‘A) — —\(A A —|A)) SubstPred B by A in (6)
(8) ((A A ﬁA) — ﬂA) — —\(A A ﬂA) MP (7), (4)
(9) —|(A A —|A) MP (8), (5)

2.4 Deduktionstheorem

Wir leiten das Deduktionstheorem her. Dies ermdglicht die neue Regel Condi-
tional Proof.

Wenn wir B beweisen konnen, indem wir A als Hypothese annehmen, dann
haben wir A — B bewiesen. Diese Argumentation wir durch das sogenannte
Deduktionstheorem gerechtfertigt. Das Deduktionstheorem gilt fiir alle iiblichen
Ableitungssysteme der Prédikatenlogik der ersten Stufe. Leider macht unsere
Verwendung von Pridikatsvariablen und Ersetzungsregeln hier Schwierigkeiten.
Wir miissen die Verwendung von Ableitungsregeln einschrinken um ein entspre-
chendes Resultat zu erhalten.

Regel 8. wuecer Wir haben die wohlgeformte Formel o und fiigen sie als neue
Beweiszeile hinzu. Nun modifizieren wir die existierenden Ableitungsregeln. Wir
konnen eine weitere Beweiszeile anfiigen, wenn o — (3 eine wohlgeformte For-
mel ist und die Verwendung einer vorherigen Regel mit den folgenden FEin-
schrinkungen die Hinzufiigung rechtfertigt: fiir Regel 2 kommt die ersetzte freie
Variable nicht in o vor, fir Regel 4 kommt die ersetzte Pradikatenvariable nicht
in « vor, fir Regel 5 kommt ide ersetzte Funktionsvariable nicht in a vor.

Beweis. MISSING! OTHER: O
Basierend auf: 1 2

Beweis. MISSING! OTHER: O

2.5 Weitere Sitze

Mittels Deduktionstheorem leiten wir weitere Sdtze ab.

Proposition 4. roposition:inpiicationto]

(A — (4 - B) - (4 — B)

Beweis.

Conditional Proof
(1) A — (A — B) Hypothesis
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Conditional Proof

(2) A Hypothesis
(3) A — B MP (1), (2)
(4) B MP (3), (2)
(5) A — B Conclusion
6) A - (A —- B) - (A — B) Conelusion

PI‘OpOSitiOIl 5. [proposition:implication11]

(A= B) - (4 —-0C) = (A= (B—0)

(1) A — (B — A) Add Axiom 1

(2) D — (B — D) SubstPred A by D in (1)

(3) D — (A — D) SubstPred B by A in (2)

(4) B — (A — B) SubstPred D by B in (3)
Conditional Proof

(5) (A — B) - (A — C) Hypothesis
Conditional Proof
(6) A Hypothesis

Conditional Proof

(7) B Hypothesis
(8) A — B MP (4), (7)
(9) A — C MP (5), (8)
(10) C MP (9), (6)
(11) B — C Conclusion
(12) A —- (B - Q) Conclusion
(13) (A - B) - (A —-0C)) - (A — (B—-0) Conclusion

Proposition 6. tpropesition:impricationt2]

A4 —B) = (B—-C0 —(A—=20)

Beweis.

Conditional Proof

(1) A — B Hypothesis
Conditional Proof
(2) B — C Hypothesis
Conditional Proof
(3) A Hypothesis
(4) B MP (1), (3)
(5) C MP (2), (4)
(6) A — C Conclusion
(7) B—-C)— (A—- 0O Conclusion
8 (A —- B) - (B —-0C) — (A— Q) Conclusion

Proposition 7. tpropesition:implicationts]

A4 —=(B—=0)—=(B—=(A=20)
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Beweis.

Conditional Proof

A— (B — C)
Conditional Proof

B

Conditional Proof
A
B — C
C

A — C

B —- (A — C)

A= (B —=0)—=(B—=(A4=20)

Proposition 8. iroposition:inpricationts]

(A - B)A(B — (C) - (A -0

(A/\B)—>A
(AN (B —0C) — A
(A4 — B) A (B —
(A/\B)—>B
(AN (B —C
(A — B) A

Conditional Proof

(A

— B) A (B — O)

A — B
B — C

(A= B) = ((B—C) = (A—0)
(B —-C) — (A—-C)

A — C

(A= B)A (B = () = (A =0

Proposition 9. tproposition:impricationtn

Beweis.

(1)
(2)
(3)

(A - B) - (A —-0C) - (A— (BACQ))

B —- (A —- (AAB))
C - (A - (AANC)
C —- (B — (BACQC))
Conditional Proof
A — B
Conditional Proof
A — C
Conditional Proof
A
C

B—>(B/\C)

) —- (A — B)

) = (B — ()
B - () —- (B -0

17

Hypothesis

Hypothesis

Hypothesis
MP (1), (3)
MP (4), (2)
Conclusion
Conclusion

Conclusion

Add Axiom 3

SubstPred B by B — C in (1)

SubstPred A by A — B in (2)

Add Axiom 4

SubstPred B by B — C in (4)

SubstPred A by A — B in (5)

Hypothesis
MP (3), (7)
MP (6), (7)
Add Proposition 6
MP (10), (8)
MP (11), (9)

Conclusion

Add Axiom 5
SubstPred B by C in (1)

SubstPred A by B in (2)

Hypothesis

Hypothesis

Hypothesis

MP (5), (6)

MP (3), (7)
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(A — B)

Proposition 10.

Beweis.
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B

B ANC

—>(B/\C)

C) - (A — (BAQO)

- (A4 - 0C) - (A - (BACQ))

[proposition:implication18]

(AAB) — (BA A

(1) B - (A — (A A B))

2 C - (A - (AANCO)

3) C - (B — (BAOQ))

(4) A — (B — (B A A))

(5) (AANB) - A

(6) (AN B) — B
Conditional Proof

(7) ANB

(8) A

(9) B — (B N A)

(10) B

(11) B AN A

(12) (A AN B) — (B AN A

PI‘OpOSitiOH 11. [proposition:implication20]

A — ——A
Beweis
(1) A - (B — A)
(2) A — (ﬁA — A)
3) (A — B) - (A — -B) - —A)
4) (WA - B) - ((mA — —-B) — ——A)
B) (A —- A) - (A — —A) — ——A)
6) A — A
(7) A — —A

Conditional Proof

(8) A

9) -4 —
(10)
(11) -—A
(12) A — ———A

A

Proposition 12. troposition: impiication21]

(A = =B) = (B — ~4)

MP (4), (6)
MP (8), (9)
Conclusion
Conclusion

Conclusion

Add Axiom 5
SubstPred B by C in (1)
SubstPred A by B in (2)
SubstPred C by A in (3)
Add Axiom 3

Add Axiom 4

Hypothesis
MP (5), (7)
MP (4), (8)
MP (6), (7)
MP (9), (10)

Conclusion

Add Axiom 1
SubstPred B by —A in (1)
Add Axiom 9

SubstPred A by —A in (3)
SubstPred B by A in (4)
Add Proposition 1

SubstPred A by —A in (6)

Hypothesis
MP (2), (8)
MP (5), (9)
MP (10), (7)

Conclusion
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Beweis.
(1) A — (B — A) Add Axiom 1
(2) C — (B — C) SubstPred A by C in (1)
(3) C — (A — C) SubstPred B by A in (2)
(4) B — (A — B) SubstPred C by B in (3)
(5) (A - B) - (A —- -B) — -A) Add Axiom 9
Conditional Proof
(6) A — =B Hypothesis
Conditional Proof

(7) B Hypothesis
(8) A — B MP (4), (7)
(9) (A — =B) — -4 MP (5), (8)

(10) -A MP (9), (6)

(11) B — —-A Conclusion

(12) (A — -B) — (B — —=A) Conetusion

Proposition 13. troposition:imprication22)

(A = B) — (-B — -A)

Beweis.

(1) A — (B — A) Add Axiom 1
(2) C — (B — C) SubstPred A by C in (1)
(3) C — (A — C) SubstPred B by A in (2)
(4) -B — (A — —\B) SubstPred C' by —B in (3)
(5) (A — B) — ((A i —|B) — —\A) Add Axiom 9
Conditional Proof
(6) A — B Hypothesis
(7) (A — ﬁB) — A MP (5), (6)
Conditional Proof

(8) -B Hypothesis
9) A — =B MP (4), (8)

(10) _|A MP (7), (9)

(11) -B — —-A Conclusion

(12) (A — B) — (ﬁB — ﬁA) Conclusion

Proposition 14. troposition:implicationst)

Beweis.
(1) A ad _‘_|A Add Proposition 11
(2) (A — B) — (—\B — —|A) Add Proposition 13
3) (A - ——=A) — (~——=A — -A) SubstPred B by == in (2)
(4) —|—|—\A — —\A MP (3), (1)

PI‘OpOSit ion 15. [proposition: implication33]
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Beweis.

A — A

-A — —A

(A = B) = (A — =B) — -A)
(+A = B) — (-4 — ~B) — )
(A = A) = (~A = ~4) — 4]
Conditional Proof

-A — A
—|—\A

PI'OpOSitiOI’l 16. [proposition: implication35]

Beweis.

Av -A
A =0 = (B =0 = (Av B = 0)
(A —4) = ((B— A4 - ((4V B) = 4)

A — A

(B — A) — (AvV B) - A
(—\A — A) — ((A \Y ﬂA) — A)
-A —- (A — B)

—A - (mA — A)

Add Proposition 1
SubstPred A by —A in (1)
Add Axiom 9

SubstPred A by —A in (3)

SubstPred B by A in (4)

Hypothesis
MP (5), (6)
MP (7), (2)

Conclusion

Add Axiom 11

Add Axiom 8

SubstPred C by A in (2)
Add Proposition 1

MP (3), (4)

SubstPred B by —A in (5)
Add Axiom 10

SubstPred A by = A in (7)

SubstPred B by A in (8)

Conditional Proof

(10) ——A Hypothesis
(11) —\A — A MP (9), (10)
(12) (A \Y2 —|A) — A MP (6), (11)
(13) A MP (12), (1)
(14) -—A — A Conclusion

Proposition 17. troposition: inpiicationss

(A= (B = 0) = (AAB) = C)

Beweis.

Conditional Proof
(1) A — (B — C)

Conditional Proof

Hypothesis

(2) AN B Hypothesis
(3) (A A B) — A Add Axiom 3
(4) A MP (3), (2)
(5) (A AN B) — B Add Axiom 4
(6) B MP (3), (2)
(7) B - C MP (1), (4)
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(8) C MP (7), (6)
(9) (A A\ B) — C Conclusion
(10) (A — (B = C)) — (A A B) — C) Conction

Proposition 18. tropesition:impricationsal

(AAB) = C) = (A= (B—=C0C)

Beweis.

Conditional Proof
(1) (A A B) — C Hypothesis
Conditional Proof

(2) A Hypothesis
(3) B — (A — (A A B)) Add Axiom
Conditional Proof
(4) B Hypothesis
(5) A — (A N B) MP (3), (4)
(6) A AN B MP (5), (2)
(7) C MP (1), (6)
(8) B — C Conclusion
9) A— (B — C) Conclusion
(10) (WA B) - C) —- (A — (B — Q) Conelusion

o
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