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Zusammenfassung

In diesem Text wird die Aussagenlogik in axiomatischer Weise ent-
wickelt. Hintergrundinformationen stehen unter http://en.wikipedia.org/
wiki/Propositional_calculus und http://www.ltn.lv/~podnieks/mlog/
ml1.htm#axioms.
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Kapitel 1

Axiome und Schlussregeln

Nun geben wir das Axiomensystem für die Aussagenlogik an und formulieren
die Regeln um daraus neue Formeln zu gewinnen.

1.1 Axiome

Nun listen wir einfach alle Axiome ohne weitere Erläuterungen auf.

Axiom 1 (Hypotheseineinführung). [axiom:THEN-1]

A → (B → A)

Axiom 2 (Verteilung einer Hypothese über Implikation). [axiom:THEN-2]

(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

Axiom 3 (Konjunktionskürzung rechts). [axiom:AND-1]

(A ∧ B) → A

Axiom 4 (Konjunktionskürzung links). [axiom:AND-2]

(A ∧ B) → B

Axiom 5 (Konjunktionseinführung). [axiom:AND-3]

B → (A → (A ∧ B))

Axiom 6 (Konjunktionseinführung rechts). [axiom:OR-1]

A → (A ∨ B)

Axiom 7 (Konjunktionseinführung links). [axiom:OR-2]

A → (B ∨ A)

Axiom 8 (Konjunktionskürzung). [axiom:OR-3]

(A → B) → ((C → A) → ((A ∨ C) → B))
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Axiom 9 (Negationseinführung). [axiom:NOT-1]

(A → B) → ((A → ¬B) → ¬A)

Axiom 10 (Negationskürzung). [axiom:NOT-2]

¬A → (A → B)

Axiom 11 (Ausgeschlossenes Drittes). [axiom:NOT-3]

A ∨ ¬A

Axiom 12 (Äquivalenzkürzung rechts). [axiom:IFF-1]

(A ↔ B) → (A → B)

Axiom 13 (Äquivalenzkürzung links). [axiom:IFF-2]

(A ↔ B) → (B → A)

Axiom 14 (Äquivalenzeinführung). [axiom:IFF-3]

(A → B) → ((B → A) → (A ↔ B))

1.2 First Propositions

Hier nehmen wir die ersten Ableitungen vor.

Proposition 1. [proposition:implicationReflexive1]

A → A

Beweis.

(1) A → (B → A) Add Axiom 1

(2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) Add Axiom 2

(3) A → (B ∨ A) Add Axiom 7

(4) A → ((B ∨ A) → A) SubstPred B by B ∨ A in (1)

(5) (A → ((B ∨ A) → C)) → ((A → (B ∨ A)) →
(A → C))

SubstPred B by B ∨ A in (2)

(6) (A → ((B ∨ A) → A)) → ((A → (B ∨ A)) →
(A → A))

SubstPred C by A in (5)

(7) (A → (B ∨ A)) → (A → A) MP (6), (4)

(8) A → A MP (7), (3)

Proposition 2. [proposition:implication12]

((A → B) ∧ (B → C)) → (A → C)

Proposition 3. [proposition:implication13]

(A → B) → ((B → C) → (A → C))
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Proposition 4. [proposition:implication14]

(A → B) → ((A → C) → (A → (B ∧ C)))

Proposition 5. [proposition:implication15]

(A ∧ B) → (B ∧ A)

Proposition 6. [proposition:implication16]

(A ∨ B) → (B ∨ A)

Proposition 7. [proposition:implication17]

A → ¬¬A

Proposition 8. [proposition:implication18]

¬¬A → A

Proposition 9. [proposition:implication19]

(A → (B → C)) → (B → (A → C))

Proposition 10. [proposition:implication20]

(A → (B → C)) → ((A ∧ B) → C)

Proposition 11. [proposition:implication21]

((A ∧ B) → C) → (A → (B → C))
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